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Capitolo 7
KW: logica della
dimostrabilità
Questo capitolo è dedicato ad una particolare logica modale, KW, notevole per
le relazioni che la legano all’aritmetica di Peano. Nell’articolo del 1933 Gödel
cita, en passant, che l’esser dimostrabile può essere interpretato come un opera-
tore modale e dunque ogni teoria T definisce implicitamente un operatore mo-
dale ’essere dimostrabile in T ’. La logicaKW ben rappresenta la dimostrabilità
in PA grazie ai teoremi di Solovay e di Löb.
La logica KW, è assiomatizzata da
K`W : lplAÑ Aq Ñ lA.
Teorema 7.1. (ordine dualmente ben fondato)
F ( lplB Ñ Bq Ñ lB sse F ⇤ dualmente ben fondato
Dimostrazione.
Osservazione 3. Una relazione d’ordine è un ordine dualmente ben fondato se: è
irriflessivo, transitivo e non contiene catene infinite ascendenti.
q
Procediamo per assurdo. Supponiamo che esista una F che sia un or-
dine ben fondato su cui non valga W . Questo significa che esiste un
F-modelloM ed un mondo w tale che:
p1q M *w lplB Ñ Bq Ñ lB
p2q M (w lplB Ñ Bq (da 1)
p3q M *w lB (da 1)
p4q Ds pw R s & M *s Bq (da 3)
p5q @x pw R xñM (x lB Ñ Bq (da 2)
Chiamiamo s il mondo che soddisfa la formula in (4). Esso è tale che:
p6q w R s & M *s B
p7q M (s lB Ñ B (da 5, poiché w R sq
p8q M *s lB (da 6 e 7, per CMP)
p9q Dt ps R t & M *t Bq (da 6)
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Si t il mondo che soddisfa la formula in (9). Sappiamo che w R s e s R t;
allora, essendo F transitiva, abbiamo anche che: w R t. Allora, per (5),
risulta che :
p10q M (t lB Ñ B
Sia X un sottoinsieme di W così definito: X “ tx P W : Dn P N pw Rn
xq & M *x Bu. Essendo F dualmente ben fondata, una generica catena
in X ha un estremo superiore, chiameremo w‹ tale mondo. Risulta che:
p11q W *w‹ B
p12q M (w‹ lB Ñ B (poiché w R w‹q
p13q M *w‹ lB (da 11 e 12, per CMP)
p14q Dz pw‹ R z & M *z Bq (da 13)
F è transitiva, dunque da w Rn w‹ e w‹ R z, segue che: w Rn`1 z.
Allora z P X , ma questo è in contraddizione con l’ipotesi che w‹ fosse
l’estremo superiore di X . Abbiamo così mostrato che la formula è valida
su F .
ñq
Per dimostrare questa freccia dobbiamo dimostrare che: per ogni F se la
formula è vera su F , allora F è (1) dualmente ben fondata, (2) transitiva
e (3) irriflessiva.
1. Iniziamo dimostrando che F è dualmente ben fondata. Procediamo come
al solito per assurdo.
F ( lplB Ñ Bq Ñ lB & F non è dualmente ben fondata p:q
Se F non è dualmente ben fondata, esiste una successione infinita
crescente di suoi elementi. Sia X l’insieme di tali elementi e sia w P
X . Consideriamo il seguente modello in cui:
Ippq “ tv PW : v R Xu.
Questo comporta che:
v R X ôM (v p p‹q
Allora abbiamo che:
M *w lp (per ‹q
M *w lplpÑ pq (per MP conM (w  lpÑ  lplpÑ pq q
M (w 3plp^ pq (per equivalenza semantica)
Dxpw R x & M (x lp & M (x  pq
Per definizione diX (e per il fatto cheM (x  p), possiamo afferma-
re che x P X . Allora, poiché X è una successione infinita crescente,
esisterà un y P X tale che: x R y. Per costruzione di Ippq, abbiamo
che: M *y p. Questo è in contraddizione con: M (x lp. Dunque
F è dualmente ben fondata.
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2. Dimostriamo ora che F è transitiva. Procediamo anche in questo caso
per assurdo.
F ( lplB Ñ Bq Ñ lB & Dw, z, t pw R z & z R t &  pw R zqq p:q
Fissato w, consideriamo un F-modello: M “ xW, tR: a P Au, Iy,
tale che:
Ippq “ tx PW : @y px R‹ yñ w R yqu
Questo equivale a porre:
M (x pô @y px R‹ yñ w R yq p‹q
Lemma.M (w lplpÑ pq.
Dim. Procediamo per assurdo supponendo che:
p1q M *w lplpÑ pq
Questo comporta che esiste un mondo, che chiameremo b, tale
che:
p2q w R b & M *b lpÑ p
p3q M (b lp (da 2)
p4q M *b p (da 2)
p5q @t pb R tñM (t pq (da 3)
Per costruzione di Ippq, da (4) segue che esiste un mondo, che
chiameremo c, tale che:
p6q Dn P N pb Rn c &  pw R cqq
Mostriamo (per induzione su n) che questo porta a contraddi-
zione:
• n “ 0. Allora, b R0 c e quindi, per definizione 4.5, b “ c.
Da questo e da (2) otteniamo che: w R c. Ma questo è in
contradizione con (6).
• n “ m ` 1. Allora b Rm`1 c e quindi per qualche x: b R
x & x Rm c. Ma b R x implica, per (5), che M (x p e
dunque per (‹) che @y px R‹ y ñ w R yq. Poiché x Rm c
implica che x R‹ c, segue che wRc, in contraddizione con
(6).
Allora non esiste un n P N che soddisfi (6). Il lemma risulta così
dimostrato.
Siamo ora in grado di dimostrare il teorema:
p1q M (w lplpÑ pq (per il lemma)
p2q M (w lp per MP con F ( lplB Ñ Bq Ñ lB
p3q @x pw R xñM (x pq (da 2)
p4q @x pw R xñ@y px R‹ yñ w R yqq (a partire da (3), per ‹ q
p5q @x, y pw R x & x R yñ w R yq (per equivalenza logica e per 11.1)
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Ma (5) è in contraddizione con l’ipotesi p:q, allora possiamo conclu-
dere che F è transitiva.
Che una struttura in cui valga l’assioma W sia transitiva si può argo-
mentare semplicemente dicendo che l’assioma caratteristico della tran-
sitività è teorema diK.W .
3. Oramostriamo cheW è falso su ogni struttura che contenga unmon-
do riflessivo. Sia F una tale struttura e w‹ un tale mondo. Si definisca
una interpretazione I tale che
Ippq “ tw : w ‰ w‹u
Si vede facilmente cheM *w‹ lplpÑ pq Ñ lp
KW è valida rispetto alla classe degli ordini parziali stretti finiti (strutture
irriflessive, transitive e dualmente ben fondate).
Teorema 7.2. $KW lB Ñ llB
Dimostrazione.
$KW B Ñ pplB ^llBq Ñ pB ^lBqq tautologia
$KW B Ñ plpB ^lBq Ñ pB ^lBqq
$KW lB Ñ lplpB ^lBq Ñ pB ^lBqq N
$KW lplpB ^lBq Ñ pB ^lBqq Ñ lpB ^lBq W
$KW lB Ñ lpB ^lBq transitivitp3, 4q
$KW lB Ñ lB ^llB
$KW lB Ñ llB
Altri teoremi di KW:
pplpÑ pq ^lplpÑ pqq Ñ p
lpK Ñ Kq Ñ lK
3J Ñ  l3J
3J Ñ 3lK
lK Ø l3J
Non sono teoremi di KW: lpÑ p, 3J,  lK, l3J
7.1 Completezza di KW
Sia A una fbf data. Poniamo Sf 1pAq “ tB : B è sottoformula di Au Y t B : B
è sottoformula di Au
Definizione 7.3 (A-modello canonico). Un A-modello canonico perKW è una
triplaM “ xW,Rc1 , Iy così definita:
• W è la classe degli insiemi KW-consistenti e massimali rispetto all’insie-
me Sf 1pAq;
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• Rc1 è una relazione binaria tale che w Rc1 v se e solo se per qualunque
formula lB P w si ha B P v e lB P v, e inoltre esiste una fbf C tale che
lC R w e lC P v;
• I è tale che Ippq “ tw PW : p P wu.
Lemma 7.4. Per ogni fbf B P Sf‹pAq ed ogni x PW
MKWA (x B ô B P x
Dimostrazione. La dimostrazione è analoga a quella del lemma fondamentale
del modello canonico, pertanto trattiamo soltanto il caso in cuiB è del tipolC.
Per casi:
lC P x: ovvio, dalla definizione diRc1 nel modello canonico.
lC R x: facciamo vedere che per qualche y, x Rc1 y e nonM (y C. Si ponga:
  “ tD : lD P xu Y tlE : lE P xu Y t C,lCu.
Mostriamo che   è KW-consistente. Supponiamo per assurdo che non lo
sia, quindi esistono formule lD1, . . . ,lDn,lE1, . . . ,lEk in x tali che
$KW pD1 ^ . . .^Dn ^lE1 ^ . . .^lEkq Ñ plC Ñ Cq
$KW lpD1 ^ . . .^Dn ^lE1 ^ . . .^lEkq Ñ lplC Ñ Cq
$KW plD1 ^ . . .^lDn ^llE1 ^ . . .^llEkq Ñ lplC Ñ Cq
e poiché 4, è teorema diKW ,
$KW plD1 ^ . . .^lDn ^lE1 ^ . . .^lEkq Ñ lplC Ñ Cq
e usando infineW:
$KW plD1 ^ . . .^lDn ^lE1 ^ . . .^lEkq Ñ lC
Ma siccome lD1, . . . ,lDn,lE1, . . . ,lEk P x, dev’essere anche lC P x,
il che contraddice l’assunzione che lC R x
Teorema 7.5. KW è completo rispetto agli ordini parziali stretti finiti.
Dimostrazione. Sia A un qualunque non-teorema di KW. Si consideri un A-
modello canonico MKWA . Per il lemma 7.4 A è falsa in qualche mondo di
MKWA . Ma questo modello è un ordine parziale stretto finito, infatti:
• W ha cardinalità finita;
• Rc1 è irriflessiva perché, se valesse x Rc1 x per qualche x, dalla defini-
zione di Rc
1
seguirebbe che lB P x e lB R x per qualche B, il che è
assurdo;
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• Rc1 è transitiva perché se x Rc1 y e y Rc1 z, se lA P x si ha (per la
definizione di Rc
1
) lA P y e quindi lA P z e A P z. Inoltre presa una
formula lB tale che lB R x e lB P y si deve avere lB P z. Quindi vale
x Rc
1
z.
NOTA 1 PerKW non vale la proprietà della completezza forte:
  $KW B sse   ( B
Sia   “ t3p0,lpp0 Ñ 3p1q,lpp1 Ñ 3p2q,lpp2 Ñ 3p3q, . . . ,lppn Ñ 3pn`1q, . . . u
  &KW K poiché per ogni sottoinsieme finito   Ñ  ,   &KW K, infatti ogni
tale   ha un modello su un ordine stretto finito.   invece non ha modelli su
alcun ordine stretto finito, quindi   ( K.
NOTA 2 KW non è canonica. Il modello canonicoMKW contiene un punto
riflessivo.
Mostriamo che W è falso su ogni struttura che contenga un mondo riflessivo.
Sia F una tale struttura e w‹ un tale mondo. Si definisca una interpretazione I
tale che
Ippq “ tw : w ‰ w‹u
Si vede facilmente cheM *w‹ lplpÑ pq Ñ lp
L’assiomaW si falsifica su ogni struttura contenente un punto riflessivo.
7.2 KW vs PA
7.2.1 Il predicato TeorPA
Sia provapn,mq la relazione che intercorre tra due numeri naturali n edm quan-
do n è il numero di Gödel di una dimostrazione di una formula di numero di
Gödel m. Si dimostra che tale relazione è fortemente rappresentabile nell’arit-
metica (formale) PA, ovvero che esiste una formula Dimpx, yq di PA tale che
per ogni n edm,
PA $ Dimpn,mq se provapn,mq
PA $  Dimpn,mq se non provapn,mq
n em sono i numerali di n edm.
Definizione 7.6. TeorPApxq sse PA $ DyDimpy, xq
Teorema 7.7. Il predicato unario TeorPApxq gode delle seguenti proprietà:
T-1 PA $ A solo se PA $ TeorPApAq
T-2 PA $ pTeorPApAq ^ TeorPApAÑ Bq Ñ TeorPApBqq
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T-3 PA $ TeorPApAq Ñ TeorpTeorPApAqq
T-4 PA $ TeorPApAq solo se PA $ A
DIM. Laboriosa
Sia ⌧ una funzione di traduzione dall’insieme delle variabili enunciative   a
enunciati di PA, tale che
• ⌧pKq “K
• ⌧pB Ñ Cq “ ⌧pBq Ñ ⌧pCq
• ⌧plBq “ Teorpx⌧pBqyq
Teorema 7.8. Teorema di Solovay (1976)
KW $ A sse per ogni traduzione ⌧, PA $ ⌧pAq
Il teorema di Solovay è molto significativo perché mostra che un frammento
di una teoria formale indecidibile, può essere studiato per mezzo di una logica
modale decidibile,KW .
NOTA 3 Nel 1952 Leon Henkin pose una questione relativamente agli enun-
ciati che esprimono la propria dimostrabilità : quali sono, se esistono, e di
che proprietà godono gli enunciati dell’aritmetica che dimostrano la propria
dimostrabilità, ovvero gli enunciati tali che $PA TeorPApAq Ø A?
Come sappiamo gli enunciati che esprimono la propria indimostrabilità, ov-
vero tali che $PA  TeorPApAq Ø A non sono dimostrabili in PA (primo
teorema di Goödel), ma sono veri (proprio perchè dicono la verità: non sono
dimostrabili!).
Löb dimostra che l’equivalenza$PA TeorPApAq Ø A si ha solo nel caso banale
in cui$PA A. Questo risultato risponde immediatamente al quesito di Henkin.
Inoltre Löb dimostra anche una versione formalizzata di questo fatto, facendo
vedere che:
PA $ TeorPApTeorPApAqq Ñ Aq Ñ TeorPApAq
Il risultato di Löb si estende a qualsiasi teoria T che sia consistente, per la quale
valga il teorema di diagonalizzazione e che soddisfi le condizioni [T-1] -[T-3].
Teorema 7.9. (di Löb) Se T è gödeliana e consistente, allora
T $ A sse T $ TeorpAq Ñ A
DIM.
(Ñ)
T $ A ipotesi
T $ TeorpAq Ñ A a fortiori
(–)
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T $ TeorpAq Ñ A ipotesi
Si consideri la fbf Teorpxq Ñ A allora esiste un
enunciato B tale che
T $ B Ø pTeorpBq Ñ Aq lemma di diagonalizzazione
T $ B Ñ pTeorpBq Ñ Aq
T $ TeorpBq Ñ TeorpTeorpBq Ñ Aqq per la condizione [T-1] e[T-2]
T $ TeorpBq Ñ pTeorpTeorpBq Ñ TeorpAqqq per la condizione [T-2]
T $ TeorpBq Ñ TeorpTeorpBqq condizione [T-3]
T $ TeorpBq Ñ TeorpAq regola di Frege alla riga precedente
T $ TeorpBq Ñ A dalla prima riga
T $ B dalla seconda riga
T $ TeorpBq condizione [T-1]
T $ A Modus Ponens
Teorema 7.10. (2o teorema di Gödel via teorema di Löb) Se T è gödeliana e
consistente, allora
T & CONT
DIM. Supponiamo per assurdo che CONT , allora
T $  TeorpKq allora
T $ TeorpKq Ñ K Duns Scoto
T $ K teorema di Löb
Quindi T è inconsistente, contrariamente all’ipotesi.
Vediamo ora alcune proprietà metateoriche di PA espresse da formule modali
costruite col solo enunciato K.
formula significato proprietà
 TeorPApKq PA è consistente vera, ma non dimo-
strabile
TeorPAp TeorPApKqq la consistenza di
PA è dimostrabile
falsa
 TeorPApKq Ñ  TeorPAp TeorpKqq secondo teorema di
incompletezza per
PA
vera e dimostrabile
TeorPAp TeorPApKq Ñ  Teorp TeorpKqqq il secondo teore-
ma di incompletez-
za per PA è dimo-
strabile
vera e dimostrabile
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APPENDICE
Teorema 7.11. (1o teorema di Gödel via lemma di diagonalizzazione.) Se PA è
!-consistente allora è incompleta.
DIM. Si consideri la formula  Teorpxq. Per il lemma di diagonalizzazione
esiste una proposizione G tale che
p˚q T $ GØ  TeorpGq
Se
PA $ G
PA $ TeorpGq per [T-1]
PA $  TeorpGq da (˚)
Dunque T è inconsistente, contrariamente all’ipotesi. Ne segue che PA & G.
Se
PA $  G
PA $ ThpGq da (˚)
PA $ G da[T-4]
Di nuovo T è inconsistente, contrariamente all’ipotesi. Ne segue chePA &  G.
Teorema 7.12. (2o teorema di incompletezza di Gödel.) Se PA è !-consistente,
allora PA & CONPA.
DIM. Poniamo
CONPA :“  TeorPApKq
ove K è una prefissata contraddizione. Facciamo vedere che
PA $ GØ CONPA
(Ñ)
PA $ GÑ  TeorPApGq lemma di diagonaliz.
PA $ K Ñ G principio dell’assurdo
PA $ TeorPApK Ñ Gq da [T-1]
PA $ TeorPApKq Ñ TeorPApGq da [T-2]
PA $  TeorPApGq Ñ  TeorPApKq contrapposizione
PA $ GÑ  TeorPApKq transitività
PA $ GÑ CONPA definizione di CONPA
(–)
PA $ GÑ  TeorPApGq lemma di diagonaliz.
PA $ TeorPApGq Ñ TeorPApTeorPApGqq da [T-3]
PA $ GØ  TeorPApGq lemma di diagonaliz.
PA $ TeorPApGq Ñ  G contrapposizione
PA $ TeorPApTeorPApGqq Ñ TeorPAp Gq
PA $ TeorPApGq Ñ TeorPAp Gq da [T-1] e [T-2]
PA $ TeorPApGq Ñ TeorPApGq identità
PA $ TeorPApGq Ñ TeorPApG^ Gq
PA $ TeorPApGq Ñ TeorPApKq
PA $  TeorPApKq Ñ  TeorPApGq contrapposizione
PA $ CONPA Ñ G definizione di CONPA
